Tema 3 Trabajo y Energia

3.1. Trabajo, energiay potencia.

3.1.1. Energiay trabajo mecéanico.

En Mecanica los conceptos de trabajo y energia son muy Utiles para resolver
problemas dindmicos en los que las fuerzas vienen dadas en funcion del desplazamiento.
Cuando las fuerzas vienen dadas en funcion del tiempo es Gtil emplear las relaciones de
impulso mecénico y cantidad de movimiento que vimos en el capitulo anterior.

La energia es una forma de almacenar trabajo (energia potencial) y también
puede representar la forma en que se desarrolla en trabajo (energia cinética).

Consideremos una particula 4 que se

mueve a lo largo de una curva C bajo la

accion de una fuerza F . En un tiempo
muy corto dt la particula se mueve de 4
hasta A4’ siendo el desplazamiento
AA = dF .

El trabajo efectuado por la fuerza

F durante tal desplazamiento se define por

el producto escalar:
dW = F -dr
[1]

que podemos escribir como:

dW = F - dr =|F|dF|cos e
donde 6 es el &ngulo entre F y d7 . Si llamamos ds = |dF| y F, = ‘F‘ -C0s @, resulta:

dW =F; -ds
es decir, el trabajo es igual al producto del desplazamiento por la componente de la

fuerza a lo largo del desplazamiento.
Es importante destacar que la componente de la fuerza perpendicular al

desplazamiento F'sin@ no realiza trabajo.



El trabajo representa el area encerrada entre la curva F; y el eje s, segun

corresponde a la definicién de integral.
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Para un desplazamiento desde un punto 4 hasta un punto B, el trabajo total es la

suma de los trabajos infinitesimales:

B B
W:‘[ﬁ-d?=j(Fx-dx+Fy-dy+FZ~dz) 2]
A A

Si sobre un a particula actdan varias fuerzas F + F, +...+F,, entonces el
trabajo durante un desplazamiento dr sera:
AW =dWy +dWy +...+dW, = Fy -di + Fy -dF +...+ F,, -dF = R-dF [3]
siendo R la resultante de las fuerzas.

Como hemos dicho, si R es perpendicular al desplazamiento no se realiza
trabajo. Igualmente, sino se desarrolla desplazamiento no se realiza trabajo. En este
sentido, conviene destacar lo que ocurre cuando por ejemplo sujetamos un peso son la
mano y no nos movemos. Ya que no desarrollamos desplazamiento entonces no
realizamos trabajo y sin embargo, nos cansamos. Esto se debe a que la fuerza que
realizamos, aunque no provoque desplazamiento, debe mantener una energia potencial
para vencer a la gravedad. Del mismo modo, si mientras sujetamos el peso
empezaramos a andar y dado que la fuerza que realizamos es vertical pero andamos en

la horizontal, tampoco realizariamos trabajo. Sin embargo, lo que en realidad ocurre es



que ahora, ademas de mantener la energia potencial, como nos estamos desplazando
horizontalmente, desarrollamos mayor energia cinética y nos cansamos ain mas.

3.1.2. Potencia.

Definimos la potencia como el trabajo efectuado en la unidad de tiempo. Asi si
efectuamos un trabajo muy rapidamente habremos desarrollado mucha potencia.

En un instante de tiempo muy corto, definimos la potencia instantanea como:
W _FE _Fv=mav [4]

dt dt

Debido a la dltima igualdad, si la potencia desarrollada es constante en el tiempo,

P

a medida gue la velocidad crece la aceleracion debe disminuir. Esto ocurre, por ejemplo,
en el motor de un coche y debido a que su potencia es constante, un coche no acelera
tan rapido de 100 km/h hasta 200 km/h como acelera de 0 km/h a 100 km/h.

Las unidades de trabajo y de energia en el sistema internacional de denominan

2

julios (J) siendo 1 J=1Nm =1 kgm—z. (Recordamos que el trabajo tiene las mismas
S

unidades que el par o momento de fuerza. Como dijimos, en § 2.6.2. el momento de
fuerza se relaciona con la palanca y en una palanca la cantidad que se conserva es la
energia.)

La unidad de potencia en el sistema internacional es el watio (/). Conviene
sefialar que la unidad kilowatio-hora = 3.6 x 10° J, es una unidad de consumo (energia)
y no de potencia.

Ejemplo 1:  Un automdvil de 1200 kg sube una rampa de o = 5° con velocidad
constante de 36 km/h. Calcular el trabajo hecho por el motor en 5 minutos y la potencia
del motor.

Llamemos F a la fuerza que desarrolla el motor del coche. Si aplicamos la 22 ley
de Newton, resulta:

F-mgsina=ma=0 = F=mgsina=1200-9.8-sin5=1.023x10° N,
Ahora:

v =236 km/h =10 m/s = en 5 minutos (300s) recorrera s =vt=10-300 = 3x103m

de donde W = Fs = (1.023x103 N J3x 103 m)=3.069x10° J
La potencia la podemos calcular de dos formas:
4
1y p=V _3069X107 4 o304

t 3x10°



2) P=Fv=[1023x10° N [10m/5)=1.023x10*

Ejemplo 2:  Un camion de masa m acelera desde el reposo en ¢ = 0 con potencia P

constante a) Determinar v(z) ; b) Demostrar que si x = 0, en ¢ = 0 entonces

8P
x(1)= \/%IB/Z

P P ! Y my
a) Podemos escribir: dv=a-dt=—dt = vdv=—dt = ,[dt:,[ —dv
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3.2.  Energia cinética.

Sabemos que dW = F, ds = m%ds =m dv% =mv dv Yy entonces:

B B 1 1
W= th ds = jmv dv = —mv% ——mv%
4 4 2 2

por lo que el trabajo efectuado sobre una particula es igual al cambio en su energia
cinética.
Y designamos por:
E; zlmv2 0 Ey =p—2 [5]
2 2m

a la energia cinética de traslacion.

Igual que el trabajo, la energia se mide en julios. Es importante sefialar otra
unidad de energia que se utiliza en tecnologia electronica, el electro-voltio (e¥). Es la

energia cinética que adquiere un electron que es acelerado por una diferencia de

potencial de 1 voltio. 1eV =1.6 x107° 7

Ademas de la energia cinética de traslacion, existe la energia cinética de rotacion
gue es la energia que posee un cuerpo que rota pero no se traslada (como veremos en el
capitulo 5).



3.3. Energia potencial y fuerzas conservativas.
Una fuerza es conservativa si su dependencia con 7 (0 con x, y, z) es tal que el
trabajo W desarrollado por dicha fuerza entre la posicion inicial 4 y final B, puede ser

expresado como la diferencia de los valores de una funcién £, (x,,z) entre la posicion
final B e inicial 4. A esta funcién £, (x,y,z) se la denomina energia potencial y, de su

propia definicion, vemos que el trabajo realizado por una fuerza conservativa sélo

depende de cuales son los puntos final B e inicial 4 , y no depende de su trayectoria.

B
W=jF-d?=EpA—EpB [6]
A

La energia potencial representa fisicamente una forma de medir la cantidad de
trabajo que esta almacenado y que potencialmente se podria desarrollar. De ahi su
nombre. Se debe recalcar que la energia potencial es un escalar.

Puesto que el trabajo se evalia como una diferencia de valores de la energia
potencial entre dos puntos, el valor del origen (punto de referencia) de dicha funcién es
arbitrario y carece de importancia. Por ejemplo, cerca de la superficie de la Tierra (hasta
miles de metros), la aceleracion de la gravedad g se puede suponer constante, y la fuerza

de atraccion que la Tierra ejerce sobre un cuerpo de masa m seria F' =—mg (donde el

signo menos se debe a que la fuerza es atractiva). Asi, al aplicar la ecuacion [6]
tendremos que el trabajo que realiza la fuerza de la gravedad cuando un cuerpo cae

desde altura 4 hasta una altura B sera:

B
W:I—mg-dy:mgA—mgB=EpA—EpB [7]
A

por lo que el trabajo realizado por la gravedad depende de la diferencia de alturas y no
de cual es el origen de alturas.
En vista de la ecuacion [7], para un cuerpo de masa m, podemos definir, la
energia potencial gravitatoria cerca de la Tierra como:
E, =mgh [8]

donde % es la altura respecto del nivel que hayamos fijado como origen.
Puesto que para la fuerza gravitatoria ha sido posible encontrar una funcion de
energia potencial que cumpla [6], entonces podemos concluir que la fuerza gravitatoria

es una fuerza conservativa.



Como hemos dicho, es una caracteristica de las fuerzas conservativas que el
trabajo efectuado por ellas cuando actuan sobre un cuerpo es independiente de la
trayectoria seguida por el cuerpo. El trabajo efectuado por ellas sélo depende de dénde
estan el punto inicial y el punto final. De aqui se deduce que el trabajo efectuado por
una fuerza conservativa sobre una trayectoria cerrada es nulo, ya que entonces el punto

inicial (4) es el mismo que el final (también 4) y en este caso se anula la ecuacion [7]:
W:E&F-d?zEpA ~E, =0 [9]
donde el circulo en la integral significa que es una integral de linea cerrada.

A partir de la ecuacion [6], podemos escribir:

B B
W:jF'dF:EpA —E,p :—jdEp = F.dr =—dE,

A A

- - dE
y como F -dr :‘F‘-cose ds=F,ds = F,=- dp . Es decir, la componente de la
)

fuerza en direccion del movimiento es la derivada de la energia potencial en esa

direccion cambiada de signo. En forma matematica esto se expresa indicando que el

vector F es el resultado de un operador vectorial, Ilamado gradiente, que actda sobre la
energia potencial cambiada de signo. El operador gradiente se escribe mediante grad o
mediante el simbolo nabla (V):

F =—grad E,=-VE [10]

p
El gradiente tiene expresiones distintas dependiendo del sistema de coordenadas
en que se esté trabajando. Para coordenadas cartesianas, el gradiente se escribe como:

\% :2f+£]+gl€ [11]
ox oy~ Oz
y la ecuacion [10] queda:
~ - - . OE,. ©OE, . O, .
F=-VE,=Fi+F,j+Fk= i+ J+ k [12]
ox oy 0z

donde la energia potencial £, depende de las coordenadas cartesianas £, (x, v, z)

Para las fuerzas que se usan con mayor frecuencia (gravitatoria, electrostatica y
elastica), la energia potencial depende sélo de una coordenada de modo que el operador
gradiente es simplemente la derivada respecto a esa coordenada.



3.3.1. Ejemplos: Fuerza gravitatoria, electrostatica y elastica.

Fuerzas gravitatorias y electrostaticas.

Son del tipoﬁ:%ﬁ, donde k& es una constante. Como estas fuerzas dependen

unicamente de la coordenada r, podemos escribir:

dE
F=—"*% = E, =—|F-dr=- *a-tic
dr 72 r

que nos da la forma de la energia potencial para estas fuerzas. La constante de
integracion C depende del origen que elijamos. Normalmente, el origen de energias

potenciales (£, = 0) se toma en r = o, de modo que C = 0.

Para la fuerza gravitatoria, la constante & esté relacionada con la ley de gravitacion
universal de Newton que empleamos en § 2.6.3. Para un cuerpo de masa m en el campo

gravitatorio terrestre, se cumple: k£ = GM; - m de modo que la energia potencial es:

MTm

E,(r)=-G [13]

donde el signos menos se debe a que la fuerza es atractiva.
Constante de gravitacion universal G = 6.67 x 107! Nm’/kg?;
Masa de la Tierra M7= 5.98 x 10* kg; Radio de la Tierra Rz = 6370 x 10° m

Para distancias / cercanas (miles de metros) a la superficie de la Tierra 7 << Ry,

si tomamos » = Ry +h en [13], podemos desarrollar £, por Taylor en torno a /'y se
tiene a primer orden: (£ (k)= £(0)+ Af'(0)+...)

M M
E,=-G=T" 1 hG=L0 1
Ry R}

: M .
Ahora, si observa que la gravedad es g = G—ZT (segln se puede comprobar con una
Ry

calculadora), queda:
E, =-mgRr +mgh
con lo cual hemos vuelto a hallar la expresion [8] salvo una constante, que como hemos

dicho, no tiene importancia en las energias potenciales.



Podemos representar la energia potencial gravitatoria de la ecuacion [13]:

La figura indica que un objeto que esté a cualquier distancia » de la Tierra, si no
hubieran méas astros celestes, seria atraido hacia su superficie. En este sentido la
ecuacion [13] representa una energia potencial en la que los puntos de la superficie de la
Tierra son de puntos de equilibrio estable. Cualquier objeto podria llegar desde el

infinito y quedar atrapado en la Tierra.

Fuerza eléstica.
Para un muelle, se cumple la ley de Hook: F =—kxu,. Como esta fuerza depende

unicamente de la coordenada x, podemos escribir:

F=—"=2" = E,=—|F -dc=- —kxdlekszrC
dx 2
yyaque F=0enx=0 = C=0.Portanto, la energia potencial elastica es:

1 -
EPZEIOC [14]

Si representamos la energia potencial
elastica [14], vemos que obtenemos una
parabola. El centro de la parabola, representa
el punto de equilibrio del muelle y es un

punto energéticamente estable, ya que si

estiramos o comprimimos el muelle y luego X

lo soltamos, el muelle siempre vuelve a su

posicion de equilibrio.



En general, al representar cualquier curva de energia potencial frente a un coordenada y

podremos obtener estudiar el comportamiento de un sistema.
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Supongamos una particula que se encuentra en el punto x que corresponde a la
abcisa del punto B. Si su un nivel de energia total es (1), la particula podria descender
por la rampa de la parabola, pasar por el punto més bajo S1, ascender hasta el punto 4 y
luego volveria en sentido contrario. Si no hubiera ninguna pérdida energética la
particula estaria oscilando entre 4 y B. Estos puntos se Ilaman puntos de retorno.

Si una particula se encuentra en reposo en el punto en S1 6 en el punto S2 y se la
desplaza ligeramente en x y se la deja en libertad, entonces la particula tiende a volver a
su punto original. A los puntos S1y 52 se les llama puntos de equilibrio y son minimos
d°E,

dx?

Por el contrario, una particula que se encuentre en el punto / y sea desplazada,

>0

dE
de la funcion de energia potencial y cumplen d—p =0y
X

no tiene tendencia a regresar a dicho punto. El punto 7 es un punto de equilibrio

_ o , dE, d’E,
inestable y es un méximo de la funcion =0y <0

dx dx?
Un particula que tenga un nivel energético (2), podra oscilar entre los puntos C'y
D, 6 entre los puntos E'y G pero nunca podréa atravesar la zona comprendida entre Dy E
que se denomina barrera de potencial. Esto es cierto en toda la Mecanica Clasica. En
realidad, para la Ilamada Mecanica Cuantica que se descubrid a principios del siglo XX
y que ocurre en los sistemas atémicos, si es probable que una particula atraviese
determinadas barreras de potencial ya que, en Mecanica Cuantica una particula se puede



comportar a la vez como onda y como particula. Esta posibilidad de atravesar barreras
de potencial se denomina efecto tinel. Se han desarrollado dispositivos tecnologicos
basados en este fendbmeno como los diodos Zener y diodos tinel como resonadores
amplificadores ultrarrdpidos.

Una particula que tenga nivel energético (3) si es liberada desde H podria
Ilegaria méas lejos que G y nunca regresaria por lo tanto el movimiento ya no seria
oscilatorio.

El punto de equilibrio S2 es mucho menos profundo que el punto S1y, por tanto,
a una particula que se encuentre en S2 le sera muy facil absorber energia y caer en S1.
Los puntos de equilibrio estable poco profundos como S2 se les llama puntos
metasestables y representan estados transitorios en un sistema.

Para todos nuestros razonamientos anteriores, ha sido muy visual suponer que
una particula se puede mover por la funcion E, como si fuera deslizando por una
montafa rusa. En este caso, la energia potencial gravitatoria de la particula tendria la
misma forma que la montafia rusa. Sin embargo, todas las conclusiones anteriores
respecto a la estabilidad o inestabilidad seguirian siendo validas si la particula se
moviera en un movimiento unidimensional en x (no bidimensional como en la montafia

rusa) y tuviera una £, (x) con méximos y minimos. Asi, el movimiento de una particula

unida a un muelle es unidimensional pero la forma de su energia potencial eléstica [14]
es una parabola con el punto de estabilidad en el origen que corresponde al punto de

equilibrio del muelle.

3.4.  Fuerzas no conservativas.

Son aquellas en las que el trabajo depende de la trayectoria. El ejemplo més
comun es el rozamiento, aunque hay otros menos conocidos como la fuerza de arrastre
que aparece sobre una carga eléctrica (fuerza de Lorentz) cuando se mueve por un
campo magnético.

Hay que destacar que el rozamiento es resultado de fuerzas de origen
electrostaticas que si son conservativas. Lo que ocurre es que debido a efectos
termodinamicos (estadisticos) existe pérdida de energia en el sistema que depende del
camino seguido. Aungue se regrese al mismo punto siempre se habra perdido energia en
el sistema. En realidad, al haber vuelto al mismo sitio tras haber recorrido un trayecto

con rozamiento, todas las moléculas de los materiales no estan en el mismo lugar que



cuando se empezo el recorrido. El proceso no es reversible debido al aumento de

entropia y a la aparicion de nuevos estados accesibles al sistema.

3.5.  Conservacion de la energia

Definimos la energia mecanica total como £, + £, ; si en el sisttma no hay

fuerzas no conservativas, en cualquier punto del recorrido, se cumple que la energia

mecénica se conserva constante: E, + Ep =cte.

En este caso, la energia mecénica total en el punto A4 (inicial) debe ser igual a la

energia mecanica total en B (final)
By +E,), =B, +E,), [15]

Si en el sistema existen fuerzas no conservativas, como el rozamiento, el trabajo
W' efectuado por estas fuerzas durante un desplazamiento S sera:

w'=E, +E,), ~(E, +E,), =F.S [16]

Es conocida la frase del principio de conservacion de la energia:
La energia ni se crea ni se destruye solo se transforma.
Realmente, una vez descubierta la Teoria de la Relatividad de Einstein, se sabe
que la masa se puede transformar en energia y viceversa. Actualmente es mas adecuada
la siguiente frese como principio de conservacion de la energia:

La suma de las masas y energias del Universo es constante.



