Temab Dindmica delarotacion

5.1. Momento angular en € solido rigido.
5.1.1. Definicion del momento deinercia.
Cuerpo rotando alrededor del

eje Z con velocidad angular @ = wk
con w = cte. Cada particula describe
una trayectoria circular con centro en
el ge Z La particula A describe un
circulo de radio R con velocidad:
V, = X1 =
|\7i|=a)ri Sné, =oR .
El momento angular o cinético

de A respecto del origen O es:

—

Li =m xV

El vector L;es perpendicular a
plano que I; formacon Vv;, y forma %— 6, con €l ge Z de rotacion. La componente de
L ene geZ ser&

Li, =mny CO{%—eijﬂﬂ(ri sné)-oR =mR’o

Extendiendo a todas las particulas del solido, obtendremos la componente del

momento angular total del cuerpo rotante alo largo del ge de rotacion Z:
L= L, =) mRo=l0 [1]
donde hemos definido | = Z m Riz como & momento de inercia con respecto a e de

rotacion Z.

5.1.2. Ejesy momentos principalesdeinercia.
El momento angular total del solido es la suma de los L; individuales de cada
particula:

E:E1+I:2+E3+"':ZEi



que, en general, no es paradelo a ee de rotacion, ya que cada L; no lo es

individuamente.

En todos los cuerpos sin importar su forma se puede demostrar que existen a

menos tres ges ortogonaes entre s llamados ejes principales de inercia y para los

cuales L es paraelo a ee de giro y, por tanto, a @. Cuando el cuerpo tiene algin gje
de simetria, los gjes principal es coinciden con estos g es.
Si e cuerpo rota alrededor de un gje principa entonces ademas de cumplirse [1],
secumpletambiénque: L=1® ycomo L esparaeloa @:
L=lw [2]
Siendo | el momento de inercia para ese gje en concreto.
En e caso mas general que € cuerpo no rote entorno a un €e de inercia, €
momento angular se puede expresar en funcion de los gjes de inercia. La expresion
resultante es entonces més compleja. En este tema solo estudiaremos situaciones de giro

alrededor de gjes principales de inercia.

5.2. Calculo del momento deinercia.
5.2.1. Propiedadesdel momento deinercia.
Para un cuerpo continuo en la suma que aparece en [1] para el momento de inercia,

reemplazamos el sumatorio por unaintegral:
=Y mR? = | =J-R2dm

Y como dm= p-dV s € cuerpo es homogéneo podemos sacar la densidad fuera de la

integral : I :pj R%dV



Z Si llamamos a e de giro del cuerpo Z, se

cumple que R? = x? + y2, y € momento de

inerciaentorno ael ge Z ser&

o= by B

Y existirian expresiones similares en el

supuesto de giros entorno alosges X e Y:

Ix=pj-(y2+22)dv
Iy:pj(x2+22)dv

Si tenemos una placa delgada (z = 0 en las expresiones anteriores), entonces se

cumple que: l,=1x+1y

5.2.2. Teoremade Steiner.

El teorema de Steiner o de los gjes paralelos que se cumple para cualquier cuerpo
indicalo siguiente: Sea Z un gje arbitrario y Zc un gje paralelo que pasa por €l centro de
masa del cuerpo, Si a esla separacién entre ambos ges, se cumple lasiguiente relacion:

| = I¢ +Ma? [4]
donde | e I son los momentos de inercia respecto a Z 'y Zc, respectivamente, y M es la
masa del cuerpo.

Demostracion:

Tomamos un sistema X, Y, Z de
~ centrado en O. Escogemos otro
~ BN sistema con ejes Xc, Yc, Zc de
modo que su origen se encuentre

en d centro de masa C dd

cuerpo, y € ge Yc coincida con

el ge Y. Un punto cualquiera P
del cuerpo tiene en este sistema
C las coordenadas (X, y, 2). En




este sistema C, el propio centro de masas tiene por coordenadas (0,0,0) ya que segun la

definicion de centro de masas
2. m 2my 2 me
0=%&=__ 0o=%&=_"~ 0=%&=__
2.m 2.m 2.m
donde la sumatoria se extiende a todas las particulas del cuerpo.
Segun lafigura: Ré =x? + y2

RZ 2 2

=X +(y+a)2:x2+y2+a2+2ya:Ré+2ya+a

El momento de inerciarespecto al gje Z es.
=) mR® = Zm(RCZ; +2ya+ a2)= > mRZ +2a(> my)+a?> m
Ahora tenemos: SRE = ¢
a®y m=Ma®
2a( my)= 0 ya que, por la situacién escogida del centro de

> my

masas en C habiamos visto que 0=55— = > my=0

> m

Luego: | =1¢c + Ma? gue es laecuacion [4].

52.3. Radiodegiro.
El radio de giro K para un cuerpo de masa M gue rota alrededor de un gje concreto
es una distancia tal que e momento de inercia | del cuerpo respecto a ese gje se puede

expresar como: | = MK 2 demodo que:

|
K= M [5]

Representa |la distancia a €e a la que se puede concentrar toda la masa del

cuerpo sin variar suinerciaal giro.

El caculo de momentos de inercia de volumenes y placas de forma general es un
problema complejo de caracter matematico. Existen tablas de momentos de inercia para

figurastipicas de 2 y 3 dimensiones.



Ejemplo: Céculo del momento de inercia de una varilla delgada homogénea con
respecto a un gje perpendicular alavarillay que pasa (a) através de un extremo, (b) por

el centro.

Y Y

13 ML?

|—f x2dm = IxzpdV pSI x2dx = pSo="m

donde sehautilizado dV =Sdx enla3®igualdady p L. =pV =M enladltima

b) Un método seria proceder como en el método anterior pero integrar desde — L/2

2
hasta L/2 . Otro método es aplicar el teoremade Steiner: 1 5 =1 + M(Lj =

2 2
L ML
= 'C:'A_M(Ej "2

5.3. Momentodefuerzay 22ley de Newton paralarotacién en el sdlido rigido.
En la ecuacion [13] de §4.6 vimos que para un sistema de particulas:
dL
th r|><|:|ext ZMAI

siendo A un punto fijo.

Si la rotacion del slido es entorno a un eje principal se cumple L=1® y
entonces:
FR S E
y, ademas, se debe cumplir que € gje principal de giro estal que en el cuerpo existe un
punto O fijo (que no se traslade).
Si e ge de rotacion no tiene ningun punto fijo, vimos en [15] de §4.6.2 que:



dC = .
_dtC: X Fied =) Mci

resultando entonces una ecuacion equivalente ala[6]:
lca=) Mc; [7]
que es vdida aunque € centro de masas C no esté fijo (se trasade incluso con
aceleracion).
Esta ecuacion es la expresion de la 22 ley de Newton para la rotacion en solidos

y junto con la 22 ley de Newton para la traslacion (Mé=2lfiext ) se utilizar para

resolver problemas de solidos que setrasladen y giren.

54. Energiacinéticadelarotacion.

Para un solido que rota respecto a cualquier ge, laenergia cinética ser&

Ex = > Eyi =Z%miVi2=Z%”\Rizw2=%(zfﬁﬂz)w2=%|w2 [8]

Si larotacion es entorno aun gje principal se puede utilizar L = lw y resulta:

2
L
Ex =— 9
k=7 [9]
Si larotacion es entorno al centro de masas, tenemos: Ex = % I Ca)2

donde I es e momento de inerciarespecto a e de rotacion y que pasa por € centro de
masas.
Y s ademés derotar el sdlido setraslada por € teorema de Konig de la energia:

1 1 1.

2 ’ 2
By = MVGn + B =5 MV + I co [10]

Es importante recordar lo que dijimos a final de §4.4.3:
En un solido rigido (que trataremos en € préximo capitulo), las fuerzas internas no
pueden redlizar trabajo ya que las distancias entre particulas se mantienen constantes.
Esto implica que en un sdlido rigido aislado no puede haber cambios de energia cinética
s no hay fuerzas exteriores aplicadas.

De este modo le ecuacion [7] de 84.4.1 queda:

AE) =Wyt [11]
Si todas las fuerzas exteriores son conservativas
AEy =-AE,



y si ademas existen fuerzas no conservativas (como € rozamiento):
AEy =-AE [ +Who conserva
Es decir, s existe un estado inicial 1y un estado final 2:

Ex2+Ep2 =Ek1+Ep1 +Whoconserva [11']
En esta ecuacion hay que tener en cuenta que siempre el rozamiento extrae energia del
sistemna (en este sentido Wi conserva SEffa negativo). En laecuacion [11°], (Eyxq +Eps)
seria la energia mecanica total inicial del sistema (por gjemplo una rueda en lo ato de
una rampa), que sera mayor que la energia mecanica final (Ek 2+Ep 2) (energia de la
rueda a la salida de la rampa) ya que se habra perdido una parte en rozamiento

(Wno conserva) :

5.5. Conservacion del momento angular
Si el momento total de las fuerzas exteriores es nulo, por [6] tenemos: % =0

Y entonces e momento angular se debe conservar constante:

L =cte [12]
Es decir, e momento angular en un estado inicial 1 serdigual al momento angular en un
estado final 2:

Li=Lly = > MVitfiz=) MViolipz = D M0 = Y Mlioliw, =
—

l1y =120, [13]

En esta ecuacion se aplica en e clasico giemplo de una patinadora que puede

variar su velocidad de rotacion. Si mientras gira extiende los brazos, entonces su
momento de inercia aumentara (ya que aumenta su radio medio) y su velocidad angular
disminuird Si junta los brazos, disminuye de nuevo su momento de inerciay vuelve a

girar mas deprisa. Todo esto se gjecuta, por supuesto, el egantemente. ..



