2. Tratamiento de errores

2.1. Introduccion

Se entiende por medida la observacion cuantitativa de alguna magnitud
definida en el ambito de cualquier ciencia. Toda medida experimental
adolece de imprecisién porque los métodos e instrumentos que se emplean
para medir son imperfectos. Por eso, el nimero que expresa el resultado de
una medida, ademas de ir acompanado de la correspondiente unidad, debe
estar también acompanado de otro nimero menor que llamamos error y
que es un indice de la imprecisién de la medida.

2.2. Tipos de errores
Una medida directa puede tener errores por tres motivos:

e Errores sistematicos: se producen por una causa conocida y debe
evitarse introduciendo la correccién oportuna (por ejemplo, el error de
cero). Si no fuera posible evitarlos, las medidas deben corregirse
teniendo en cuenta este error sistematico.

e Errores de sensibilidad: son debidos a la limitacién en la precision de
cualquier aparato de medida.
e Errores aleatorios: se producen por causas desconocidas, por

imprecisiones en el método de medida o porque la magnitud que se mide
es intrinsecamente aleatoria.
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2.3. Especificacion de errores: error absoluto
y error relativo

Si x denota el resultado de un experimento y ox su error, la expresion
correcta del resultado medido debe ser en la forma siguiente
x +06x. 2.1)

Indica que el valor verdadero de la magnitud se encuentra dentro del
intervalo entre x —dx y x +0x. La cantidad dx recibe el nombre de error
absoluto de la medida.

El error puede expresarse también en porcentaje, lo que se conoce
como error relativo 3, definido como
dx

8, =X x100. (2.2)
X

2.4. Medidas directas o por aparatos
calibrados

Una vez eliminados o corregidos los errores sistematicos, el error
experimental dx asignado a la variable esta determinado por el error de
sensibilidad (o escala) del aparato y el error aleatorio del experimento.

2.4.1. Error de sensibilidad

El error de sensibilidad o escala §; es el que se deriva de la limitacion
en la escala minima de los aparatos de mediciéon. Cada medida individual
esta sujeta a este error. Se debe distinguir entre la medicién con aparatos
analédgicos y digitales.

Cuando se efectiia la medicién sobre una escala graduada de un
aparato analogico, a menudo la indicacién obtenida no se corresponde con
una divisién exacta de la escala, sino que queda comprendida entre dos
valores (por ejemplo, medidas hechas con una regla). En estos casos puede
hacerse la estimacién de forma visual y se puede apreciar hasta la mitad de
la divisién de escala. Por tanto el error de sensibilidad &8s asignado a la
medida es la mitad de la minima divisiéon del aparato de medida.

Por el contrario, cuando el aparato de medida es digital, la

apreciacion minima que puede tomarse corresponde a la ultima cifra que
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indica el aparato. En estos casos, el error de sensibilidad &; que se debe
asignar a la magnitud es igual a la minima division del aparato.

2.4.2. Error aleatorio: desviacion tipica

El error aleatorio 8, proviene del hecho de que, al repetir un experimento,
los resultados pueden diferir. Para este tipo de errores, la estimacion se
hace mediante la desviacion tipica de los datos.

Supongamos que se realizan N medidas sucesivas x1, X2 ..., Xy de una
magnitud. Asumiendo que la distribucién de los datos es normal, el valor
mas probable de la magnitud es el valor medio de los valores. Esto es, el
valor ¥ que se asigna a la magnitud es

1 N
X=—)>) X.. 2.3
NZ (2.3)

El error aleatorio 8, asociado a esta medida es la desviacion tipica de los
datos (o error cuadratico medio), que viene dado por la expresion

5. =0y, =J LS (x -x,) 2.4)

N-1%

Esta cantidad es una medida de la repetibilidad de los datos, ya que cuanto
mayor es la desviacion tipica de los valores menor es el grado de
coincidencia, y por tanto mayor es el error.

2.4.3. Dispersion de medidas

El niimero de medidas necesario de una magnitud para que el experimento
pueda considerarse preciso depende de la repetibilidad de los valores
obtenidos. El criterio que seguimos para determinar el nimero de medidas
a realizar en un experimento es el siguiente:

e Se toman tres medidas x1, x2, x3 de la magnitud y se calcula su valor
medio ¥ y la dispersion de los valores, definida como la diferencia
entre los valores extremos, es decir, D = Xmax — Xmin.

e Se calcula la dispersién relativa de los valores, d = (D/X)x100.
e Sides menor al 2% es suficiente con las tres medidas realizadas.
e Sid estaentre el 2% y el 8% se hacen seis medidas.

e Sid esta entre el 8% y el 15% se hacen quince medidas.
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e Sid es superior al 15% se hacen treinta medidas.

2.4.4. Cifras significativas y redondeos

Al presentar numéricamente un resultado se debe tener en cuenta el
concepto de cifra significativa. El nimero de cifras significativas de un
resultado se obtiene contando desde la derecha el namero de cifras de la
cantidad hasta que encontremos un ultimo nimero no cero, a partir del
cual todos nimeros a la izquierda son ceros. Por ejemplo el nimero 0,023
tiene 2 cifras significativas. Si hubiésemos expresado el resultado como
0,0230, éste tendria 3 cifras significativas, y querria decir que el aparato de
medida es capaz de medir hasta la cuarta cifra decimal.

Cuando se da el valor de una medida experimental, el criterio que
tomamos es que el error se expresa con una sola cifra significativa.
El valor siempre debe redondearse por exceso o por defecto segun sea el
valor mas cercano.

El criterio para el resultado es asignar cifras significativas hasta el
decimal que corresponde a la cifra del error. Por ejemplo, un resultado que
sea 2,1 con un error 0,002 debe expresarse como 2,100+0,002. También se
realiza el redondeo del resultado en funcion de cual es el valor mas cercano.
Por ejemplo, un resultado 4,256 con un error 0,1 debe expresarse como
4,3+0,1. En cambio, si el valor hubiese sido 4,226 se deberia expresar como
4,240, 1.

2.4.5. Expresion de errores

Cuando se realiza una medida experimental directa se deben comparar las
dos fuentes de error, el error de sensibilidad o escala 85 y el error aleatorio
8.. La forma de presentar el resultado de la medida directa consiste en dar
el valor medio ¥ de las medidas realizadas y asignar a dicha medida un
error dx igual al mayor de los dos errores, esto es dx = max(ds, 8a).

Ejemplo: Consideremos que se hace una medida de tiempo con un
cronometro digital que aprecia hasta las centésima de segundo. Se hacen
tres medidas y el resultado es el siguiente:
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t, =25,04 +0.01 s,
t, = 24,98 +0.01 s,
t, =2512 +0.01 s.

El valor medio de los valores es t = 25,0466 y su dispersién relativa es
d=0.55%. Como d<2% no es necesario tomar mas medidas. El error de
escala de cada medida es 6, = 0.01 s. El calculo del error aleatorio da como
resultado 8, =0,0702 s. Por lo tanto, el mayor factor de error es el error
aleatorio. Aplicando el criterio de una cifra significativa en el error, el
resultado de la medida directa debe expresarse como

t=2505+0.07s.

El error relativoes 3, =0,3% .

2.5. Medidas indirectas: propagacion de
errores

Las medidas indirectas son aquellas que se obtienen como resultado de
aplicar una férmula teodrica sobre valores que son el resultado de medidas
directas.

Si se tiene una cantidad y que es funcién de m variables x1, X2, ..., Xm,
cada una con un error asociado 8xi, 6x2, ..., 0xXm,, €l calculo del error dy
asociado al resultado de una ecuacién y =f(x1, x2, ..., Xm) se obtiene por

calculo de propagaciéon de errores. Tomamos como criterio de error la
propagacién de errores absolutos. Se obtiene diferenciando la funcién f y
asemejando las diferenciales a incrementos finitos, y por lo tanto a errores,
se obtiene que

of

X1

f

o dxy +..t 6
0x 0.

X

dy = S, + ox . (2.5)

m

m

Algunos autores consideran como criterio de error la propagacién de errores
cuadraticos, segun el cual el error 8y viene dado por la relacion

6y=\/(%6xlj +(%Bx2] +...+[%6xmj . (2.6)
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Ejemplo: se calcula la velocidad v de un cuerpo a partir de las medidas
directas del espacio recorrido L y del tiempo ¢ empleado en recorrerlo,
utilizando la relaciéon v = L/t. Suponemos que los valores obtenidos son

L =10,51+0,05 m,

t =20,54+0,08 s.
El valor de la velocidad es v=0,51168 m/s, donde se utilizan los valores
medios L y ¢ . El error v que se debe asignar a la velocidad es

80=‘%‘6L+

tﬁz‘st =0,00442m/s

donde nuevamente se usan los valores de L y t para evaluar la expresién.
Por lo tanto, aplicando el criterio de una cifra significativa en el error, la
velocidad debe expresarse como

v=0,512%0.004m/s.

Algunos ejemplos de propagacion de errores en funciones sencillas son:
¢ Sumaoresta: y=x, +x, = 3y = dx, + dx,

e Producto: y=x,x, = 8y = |x2|8x1 + |x1|8x2

] S X, |0x S S
. Coc1ente:y=x—1:>8y a3 +&:Q—ﬁ+&

X, ERAE

2.6. Consideraciones para la reduccion de
errores

A continuacién se dan algunas normas que se deben tener en cuenta al

realizar una experiencia, y que ayudan a reducir los errores.

1. Se debe comenzar planificando bien la experiencia, sefalando
claramente las variables a medir.

2. Delimitar los intervalos de variacién de las variables a medir y probar
diversas partes del dispositivo experimental para hacer una primera
estimacién del resultado.

3. Realizar una experiencia preliminar, para encontrar la mejor manera
de tomar las medidas experimentales.



Tratamiento de errores 2-7

10.

11.

2.

Hacer todas las medidas en el intervalo de tiempo mas corto posible,
para evitar que alguna variable que debe permanecer constante pueda
cambiar.

Calibrar correctamente los aparatos de medida.

Corregir o tener en cuenta el error de cero de los aparatos de medida, a
fin de evitar los errores sistematicos.

Evitar el error de paralaje que se tiene cuando el objeto que se quiere
medir se encuentra a cierta distancia de la escala, con lo que la linea de
mirada varia el resultado, aumentando el error. Este tipo de error es
comun en aparatos en los que una aguja se mueve sobre una escala. La
forma de evitarlo es procurar que la separacién entre la aguja y la
escala sea minima.

En la medida de funciones periddicas, en lugar de medir un solo
periodo, hacer la medida sobre N periodos, con objeto de reducir el error
absoluto de la medida. Se calcula el periodo como medida indirecta.

En las medidas en circuitos eléctricos, es conveniente garantizar que las

conexiones estén bien seguras, ya que sino pueden aparecer resistencias
adicionales que enmascaren los resultados.

Hacer las medidas de forma relativa siempre que sea posible, dada la
comodidad que presentan.

Si existen simetrias en el dispositivo experimental conviene efectuar
intercambios, con lo que las medidas deberan quedar tedricamente
inalterables. De esta manera se puede comprobar la bondad de los
resultados.

7. Representacion grafica

La presentacién de los resultados en forma de graficas tiene gran utilidad

ya

permite obtener una concepcion visual de la evolucion de un

experimento en funcién de una variable. Ademas se utiliza para determinar

el

valor de una magnitud, por lo general la pendiente de una recta, que

representa la relacion entre dos variables.
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2.7.1. Graficas y tablas

Nos restringimos a graficas del tipoy = f(x). Se utilizan para representar un
experimento fisico en el que se varia de manera controlada una variable x
(que se representa en el eje de abcisas), y se mide su incidencia en otra
variable relacionada y (que se representa en el eje de ordenadas).

La mejor forma de presentar las graficas es de la manera mas
sencilla posible, pero que contenga toda la informacién del experimento.
Los ejes coordenados deben tener titulos que indiquen de qué magnitud
se trata, y en qué unidades se expresa. Las escalas de ambos ejes deben
abarcar todo el intervalo de medidas realizadas, y solamente éste, aunque
para ello el origen de coordenadas no coincida con el valor cero. Es
conveniente que en el fondo de la grafica se presente una rejilla asociada a
valores enteros de la escala de los ejes, para poder apreciar los valores de
los puntos experimentales.

Los datos se presentan en forma de puntos. Estos puntos tienen que
estar acompanados debarras de error, tanto verticales como horizontales
que indiquen la imprecision en las variables x e y. Si se presentan varias
curvas en una misma grafica, es conveniente introducir una leyenda
asignando la caracteristica de cada una de las curvas.

2.7.2. Ajuste por minimos cuadrados

En muchas ocasiones la relacién

funcional entre las variables x e y es y 4 Recta fiF
mediante una recta y = Ax + B, donde regresion
Ay B son dos constantes que pueden
tener interés fisico. Conviene poder

evaluar su valor y su error a partir de

los datos experimentales. El problema X
consiste en obtener los valores de Ay  Figura 2.1. Se minimiza la suma de los
cuadrados de las distancias d; a la recta de
regresion.

B que mejor representen un conjunto
de N valores experimentales {xi, yi},
1=1,2...N. El criterio que se sigue es obtener la recta que minimice la suma
de los cuadrados de las distancias d; =y; — (Ax; + B).

El resultado de dicho ajuste por minimos cuadrados se puede
expresar en funcion de los puntos {x;, yi} como
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Nl(zi xf)— ixi)z R (2.6a)

N(Zx )_ (in)z ' . (2.6b)

Expresiones mas elaboradas nos permiten determinar el error de A, y el error
de B:

_ |Zi(yi — Ax; — B)?
B N -2
G VN .o
JN Yixf — Cix)?
AB =

El ajuste mediante una recta de regresién no es solamente valido para el
caso de un experimento que sigue una ley lineal. Se pueden ajustar a una

recta otros comportamientos sin mas que hacer una transformacién de los
datos. Algunos ejemplos son:

o Ajuste de y =(ax +b)"': Se representa y-! = ax +b. Definiendo &, = x,

e ¥, =y ' se puede hacer un ajuste a una recta y = Ax + B, y los

parametros obtenidos se relacionan con los de la ley original segtin
A=ay B=b.

Ajuste de y= bexp(ax): se representa Iny=1Inbd+ax. Definiendo
X;=x; ey, =lny, se puede hacer un ajuste a una recta y = Ax + B,y
los parametros obtenidos se relacionan con los de la ley original segin
A=ay B=1Inb.

Ajuste de y =ba” : se representa In y =Inb+ xIn a . Definiendo ¥, = x, e

5, =Iny, se puede hacer un ajuste a una recta y = Ax + B, y los

parametros obtenidos se relacionan con los de la ley original segin
A=Ilnay B=1Inb.
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2.7.3. Correlacion

Si nos fijamos en los tres conjuntos de datos que se representan en la
figura, se observa que en el primero de ellos los datos se esparcen en forma
de nube, sin una relacion entre ellos. En el segundo, la variable y tiene una
tendencia a aumentar a medida que x aumenta. Finalmente el tercero
presenta una dependencia lineal muy acusada.

Y "l s Y . .'.' Y "
L I ) a® oo -
L) * L) a® oabd [ ]
* s o » . det @ L
v s e '.l :'-'- I.
s ® s * 0@ s ."
X X X

() (b) (©

Figura 2.2. Distribucién de datos (a) sin correlacion, (b) con dependencia estadistica y (c) con
dependencia funcional (correlacionados)

Se dice entonces que los datos x e y de la primera grafica no estan
correlacionados, o que son independientes. En el segundo caso se dice
que los datos presentan una dependencia estadistica, mientras que en el
tercer caso presentan una dependencia funcional. Para evaluar
numeéricamente estas tendencias se define un coeficiente de correlacion
r que puede tomar valores entre —1y + 1. Si el valor de |r| es igual o
similar a 1 entonces existe una dependencia funcional; si es igual o cercano
a cero, entonces las variables son independientes. Kl coeficiente de
correlacion viene dado por la expresion.

N(Zixiyi )‘(Zixi Xziyi)

. . 2.8)

5y - ) (VS - )

Tanto el ajuste mediante las ecuaciones (2.7) como la evaluacién del

coeficiente de correlacion dependen del nimero N de medidas realizadas.
Tomamos como criterio tomar al menos N=6 medidas diferentes
para poder considerar los resultados validos.
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2.8. Informe y memoria de una experiencia

Al realizar una experiencia, los datos deben anotarse con la maxima
claridad ya que frecuentemente seran analizados mas adelante. Es
aconsejable hacer las graficas y cuadros de datos en el mismo laboratorio
mientras se hace la experiencia.

El guion de practicas es un documento que especifica el objetivo
de la practica, su metodologia y sirve de guia para su realizacién. El
informe de practicas es el documento que presenta los resultados del
experimento. Los apartados que debe contener el informe de practicas son:

Objetivo de la practica.
Breve descripcion tedrica.
Breve descripcion y resefia de incidencias del montaje experimental.

R

Descripciéon comentada y resena de incidencias del desarrollo
experimental.

5. Analisis de los datos.
e Tablas de datos.
e Analisis estadistico.
e Analisis grafico.
6. Presentacion y discusion de resultados. Conclusiones.
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