PROBLEMAS RESUELTOS TEMA: 4

1.- Determinar la posicion del centro de gravedad del sistema formado por los cuatro
puntos materiales, 4, B, Cy D distribuidos segun la figura. Datos: ma = 100 g, ms = 200
g, mc=150g, mp=50g.

. _ 200 - 30 1
CM =700+ 200+ 150 +50 - ™
.o 150 - 20 .
M =700+ 200+ 150 +50 =™
o 50 - 10 _,
™M = 700+200+150 +50 "



2.- Determinar el centro de gravedad de un cono recto de altura h.

Si llamamos R al radio de la base del cono, se cumple que el area de la base es A = 7 - R2.
Para una altura Z, se cumple que el 4rea de dicha base serd: A, = 7 - r2. Si a es el 4ngulo que

forma la superficie lateral del cono con el eje vertical, tenemos:

. R 1 - r (h—2) - 4, (h—2)?
Ma === R n 4

y como el diferencial de volumen es: dV =A,-dz entonces:

(h — 2)?
dV:AT dz

. o zdv
Para determinar la altura del centro de masas, utilizamos: Zy, = jzdv

[ dv
h, A-(h—2Z)?
_fo Z'%dZ_thZ(h—Z)Z dZ:h

Zem = = -
A-(h—2)? Ry 4
foh% dz  Jy(h—2)dz

Como se observa, el resultado es independiente del radio R y s6lo depende la altura 4.



3.- Determinar el centro de gravedad de la superficie rayada.

6cm.

6im,

En el sistema de ejes coordenados de la figura tenemos que:

A; =4-12 = 48 cm? y sus coordenadas de su CM: x; =2cm e y; = 6 cm

1 1
A2=Eb‘h - A2=53'6=9cm2

ol

ﬂ X2:4+33=5cm
Sus coor. del CM cumplen : h3 1 ’
}7:; y2:§-6=20m

(en el trianguloa=0,b=3 cmyh=6 cm) :

Para el semicirculo tendremos en cuenta que al ser hueco es como si tuviera masa negativa:

W e

{ X3 = =-2=0.848 cm
- T
ys =12 — 0.848 = 11.152 cm

2
A3 =—m- 2: = —3.141 cm? enestecaso: X =y =

W
N e

Finalmente, para el conjunto de las 3 figuras:

N _ Y Aix; 48-2+9-5—3.141-0.848
M= sa, 48 +9 —3.141

Y A;y; 48-6+9-2—3.141-11.152
Yow=~5,"= 48+ 9 — 3.141

= 2.47cm

=5.05cm



4.- Dos personas A (masa 80 kg) y B (masa 120 kg) se encuentran en un bote de remos
(masa 60 kg). A esta sentado en el centro del bote, y B en un extremo a 2 m del centro.
Partiendo con el bote en reposo, ambas personas intercambian sus posiciones. ;Qué
distancia se ha movido el bote al intercambiarse las dos personas?

120 kg

80 kg
X //’B

60 kg 60 kg i

Sabemos que el centro de masas del sistema no se movera ya que la barca se supone que
tiene un rozamiento con el agua despreciable y no hay fuerzas externas al sistema. Por ello, vamos
a calcular la posicion, respecto al centro de bote, del centro de masas de la disposicion inicial y
después de la disposicion final. Posteriormente, restando la posicion final de la inicial inicial
obtendremos la distancia que ha recorrido el bote en el intercambio:

Ymix; 80-0+60-0+120-2

Xeinicial = =1 80160+ 120 0923m

p _120-0+60-0+80-2
cMfinal =89 160+ 120 oo

XCMinicial - XCMfinal = 0.923 —-0.615 = 0.308 m

Esta seria la distancia que recorre el bote al intercambiarse las posiciones, el bote se

moveria hacia la derecha pues al final el centro de masa esta mas cerca del centro del bote.

0023 m 0.308 m
|(—): <>
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|

| |
L 120 ks 80 kg y JII:J kg an ;:-E-,
% A ~ A
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En la situacion de la derecha se han hecho coincidir los CM de modo que la barca ha

avanzado 0.308 m.



5.- Se dispara una bala contra un bloque suspendido mediante un cable. El bloque con
el proyectil incrustado oscila como un péndulo. Si las masas de la bala y del bloque
son mi y mz, respectivamente y la altura maxima alcanzada en la oscilacion es hi,
determinar la velocidad de la bala.

El choque es fotalmente ineldstico (plastico) ya que la bala queda incrustada, por lo tanto el
momento lineal se conserva en el choque pero no se conserva la energia cinética de la bala de la

cual una parte se pierde en calor y deformacion. Conservando el momento lineal, tenemos:

my +m,
myvy +my - 0= (my + my)Vy > vy = m—Vf
1

V¢, es la velocidad final del bloque y la bala. Después de que la bala y el bloque hayan adquirido
la V¢, se conservard la energia. La energia cinética de bala-bloque se convertird en energia

potencial bala-bloque:

1
E(ml + mz)sz = (m1 + mz)g -h = Vf = ﬂZgh

Por tanto:



6.- Un bloque de 4 kg que se mueve hacia la derecha con una velocidad de 6 m/s
realiza un choque elastico con un bloque de 2 kg que también se mueve hacia la
derecha, pero cuya velocidad es de 3 m/s. Calcular las velocidades finales de cada
bloque utilizando tanto el sistema de referencia laboratorio como el sistema de
referencia del centro de masas.

1) Utilizamos el sistema de referencia laboratorio (respecto a un punto exterior).

6m/s 3m/s
kg = 2kg

El momento lineal inicial es igual al final, por lo que:
Pi=mV;; +m,V,; =4-6+2-3=30kg -m/s
Pr =m Vip + myVyr = 4Vip + 2V, = 30kg - m/s
La velocidad de aproximacion es:
Vyi—Vi;=3—6=-3m/s

Como el choque es elastico, el coeficiente de restitucion e = 1 y la velocidad de retroceso

es igual a la de aproximacion pero cambiada de signo luego:
Vog = Vip = —(V3; = V1) =3m/s

Tenemos entonces, dos ecuaciones con las cuales ya podemos calcular las velocidades

finales:
4Vir + 2V =30
sz - Vlf =3
De la 2° ecuacion:
24
Vop =34V = 4V, +2(3+ V) =30 = Vig=—7=4m/s
V2f:3+V1f = sz:7m/s
2) Utilizamos ahora el sistema de centro de masas:

Calculamos la velocidad del centro de masa:

m1V1i+m2V2i_4'6+2'3
my +m, 4+2

Vem = =5m/s



6m/s 3m/s
4kg /= 2kg —r—=
5m/s
CM

Las velocidades con respecto al centro de masas son (designadas con primas):
Vrli =V1i_VCM =6_5 = 1m/S

V'2i=V2i_VCM=3_5=_2m/S

im/s 2m/s
4kg B - — 2kg

*

M

El momento lineal en el sistema centro de masas es siempre nulo antes del choque y, por
tanto, debe serlo también después del choque. Desde el CM, el choque ocurre como si fuera un
rebote en un espejo, esto es, los momentos lineales son opuestos antes y después del choque para

cada masa. Por esto se cumple:
Vllf == _V!li = Vrlf - _1 m/S

Vlzf = _Vlzi = Vrzf = 2 m/S

1m/s 2m/fs
] 4kg 2kg F———

Por tanto, en el sistema laboratorio:
Vlf = V'1f+VCM = _1+5 =4-m/S
V2f=V’2f+VCM =2+5 =7m/s

Que como debe ser coinciden con las velocidades finales halladas por el método anterior.



7.- Un bloque de masa m1 = 2 kg se desliza sobre una mesa sin rozamiento con una
velocidad de 10 m/s. Directamente enfrente de este bloque y moviéndose en la misma
direccion con una velocidad de 3 m/s hay otro bloque de masa mz = 5 kg, conectado a
un muelle de masa despreciable y constante de fuerza k=1120 N/m:

a) Antes de que m1 choque contra el muelle, ;cual es la velocidad del centro de masas
del sistema?

b) Después del choque, el muelle se comprime hasta un valor maximo Ax. Determinar
dicho valor.

c) Los bloques eventualmente se separan de nuevo. ;Cudles son las velocidades finales
de los bloques medidas en el sistema de referencia de la mesa?

A— k=1120N/m -
10m/s “|3m/s
? IH!F " J}r\.y&ji,&k/\«i‘\/}h _

_2:10+5-3 35
M="oxs 7 oM

b) Cuando el muelle se haya comprimido totalmente ambas masas se moverdn con la misma
velocidad Vew. El sistema posee una energia cinética inicial antes del choque que, después del

choque, se transformard en energia eléstica (interna) y energia de traslacion (externa).

1 1 1
Elelz + Eszzz = Ekx2 + E(ml +my)VEy =
1 1 1
\/2 (7m1V12 + 7m2V22 —5(my + mZ)VCZM)
= x= - =

210453 175 _
—t = = .
x 1120 m

¢) En el sistema CM sabemos que el momento lineal del CM es nulo al igual que la velocidad del

CM, por lo tanto

!
_m1V1

O == m1V'1 + mzvlz - _m1V'1 = m2V,2 - V, =
m;

Al abrirse el muelle, la energia interna del sistema %kx2 se habra transformado en Ex relativa al
CM:

1 2 1 12 1 12
Ekx =Em1V1 +§m2V2



Al sustituir la expresion hallada para V', resulta

1 1 mi
“kx2==Vy'%. -1
ka 2V1 <m1+m2>
Despejando resulta:
V'y=-5m/s
2-(=5
V', = —% = 2m/s

El signo negativo de la V', es debido a que va en direccion contraria a la VV';. En este caso la VV';

hacia la izquierda y la V', hacia la derecha.

El CM se mueve hacia la derecha con una V., = 5m/s por lo que obtenemos las

siguientes velocidades después de separarse, respecto al sistema laboratorio (sistema mesa):
Vi =vi+Vey=-5+5=0m/s

V' =V 4+ Vey =2+5=7m/s



8.- Una particula tiene inicialmente una velocidad ve. Choca contra otra en reposo y se
desvia un angulo ¢. Su velocidad después del choque es v. La segunda particula se
desvia formando un angulo dcon la direccion inicial de la primera particula.

a) Demostrar que:

vsin ¢
tan = ——
Vo —VCOS P

b) (Ha de admitirse que el choque ha sido elastico o inelastico para llegar a este
resultado?

L
0:‘> 3 i
. ma Y e

mi

Conservacion de las componentes horizontales del momento lineal:
myvy = my - vcos$p ¢ + myv cos b
Conservacion de las componentes verticales del momento lineal:
m,v sing ¢ = m,v sinf
De la primera ecuacion:

myvy — my - v cosep ¢

cos@ = ,
myv
De la segunda ecuacion:
. my v sing ¢
sinf = ——-—
myv
Dividiendo ambas:
myvsing ¢
myv’ myvsing ¢ vsing¢
tanf = = =
mMVog— My - vCosp P myvy—m,-vcospd vy — vcose
m,v’

b) Ninguna de ellas ya que el resultado es algo completamente general que s6lo se ha hallado a

partir de la conservacion del momento lineal y no de la conservacion de la energia.



9.- Inicialmente, la masa m = 1.0 kg y la masa M estan ambas en reposo sobre un
plano inclinado sin rozamiento. La masa M se apoya en un muelle de constante
11000 N/m. La distancia a lo largo del plano entre m y M es de 4.0 m. La masa m se
deja libre, choca elasticamente con la masa M y rebota hasta una distancia de 2. 56 m
sobre el plano inclinado. La masa M se detiene momentaneamente a 4 cm de su
posicion inicial. Determinar la masa M.

11!

Puesto que el choque es elastico la energia cinética que adquiere el bloque m al descender,
se convierte en Ey. El bloque M absorbe una parte de esa energia y la otra parte la emplea m en

volver a subir:

1 2 1 2 1 2
S Myt =Smy +§MV [1]

La energia cinética de m al llegar a M se calcula a partir de la energia potencial que ha
perdido m al descender una altura :

1
Emv2 = mgh = mg4 sin 30 h = altura de descenso [2]

Al rebotar, el cuerpo de masa m convertira su energia cinética en energia potencial al llegar

auna altura /2

1 , ,
Smv 2 =mgh = mg2,56sin30 h = altura de ascenso [3]

La energia cinética ganada en el choque por M se emplea en comprimir al muelle 4 cm mas

de lo que ya estaba. No hace falta contabilizar la energia potencial perdida por M al descender 4

cm ya que dicha energia se contabiliza en la compresion del muelle:

1 1 1
EMVZ = Ek(x + 0,04)% — Ekx2 = energia ganada por el muelle [4]

Siendo x la distancia originalmente de compresion del muelle de modo que:



kx
Mgsin30=kx = M= 5
gsin x g sin30 [5]

Sustituyendo [2], [3] y [4] en [1], resulta:
mg4 sin 30 — mg2,56 sin 30 = energia ganada por el muelle

Sustituyendo el valor de la masa m y la constante k& del muelle, tenemos:
1 1
7,056 = > 11000(x + 0,04) — Ek 11000 - x?2

Despejamos: x =0,0039m = 3,9 mm
Ahora podemos utilizar [5] para sacar el valor de M:

M = 8,89 kg



10.- Un conductor choca por detras contra un coche que esta parado. La masa del
coche golpeado es de 900 kg y la masa del vehiculo culpable es de 1200 kg. Al chocar
ambos coches quedaron enganchados por los parachoques. Por las marcas de frenado,
se determina que ambos recorrieron unidos 0,76 m. El coeficiente de rozamiento
entre los neumaticos y el asfalto es de 0, 92. Calcular la velocidad (en km/h) que tiene
el coche antes de colisionar.

En el choque inelastico se conserva el momento lineal (no se conserva la energia cinética):

myv; = (my + my)v, = v =
1¥1 1 2/YcM CM my | 5

Toda la energia cinética de ambos vehiculos enganchados se pierde en rozamiento en el

trayecto del frenazo:
= (my +my)g-092-0,76

Obtenemos:

v; =647 m/s = 23,32km/h



11. Para una colision elastica no frontal entre dos particulas de igual masa de las
cuales una esta en reposo, determinar el angulo que forman las velocidades de las
particulas después del impacto.

El momento lineal se conserva:

mvy; = mvyp + mvy,
Esto es: Uy = Uyp + Uy
Y la energia cinética también se conserva:

1 2 1 2 1 2
Emvli = Emvlf +§mv2f

2 _ 2 2
V1 _vlf +172f

Esta relacion es el teorema de Pitdgoras donde v,; es la hipotenusa de un tridngulo rectangulo en

el que vy y v, forman el angulo recto vy ¢ L v,f. Esta disposicion de los vectores cumple:

Vi = vlf + sz

vif vif -
o —>
Vii Vii
var

Si el choque fuera mas rasante igualmente ambas particulas saldrian en dngulo recto pero

la particula que estaba en reposo se desviaria mucho y captaria poca velocidad, y la particula que

ha incidido se desviaria poco y perderia poca de su velocidad:

vif
Vi ;
o E— 7
Vii Vii
Vof

Si el choque fuera mas frontal (menos rasante) igualmente ambas particulas saldrian en

angulo recto pero la particula que estaba en reposo se desviaria poco y captaria mucha velocidad,

y la particula que ha incidido se desviaria mucho y perderia mucha de su velocidad:

Vlfﬁ)\ V]f T%
(e, |:|I >
Vii v2f Vii

1

En el caso limite del choque frontal elastico para dos particulas de igual masa, la que

estaba en reposo captaria toda la velocidad de la particula incidente y ésta quedaria en reposo.



12.- Dos puntos materiales de masas m; = 4 kg y m, = 6 kg estan situados en (0,3) y
(4, 0) respectivamente (coordenadas en metros), siendo sus velocidades v; = 2t m/s
y v, = 3] m/s. Se pide:

a) Determinar el momento cinético del sistema formado por los dos puntos materiales
respecto al origen O del sistema de referencia, asi como el momento cinético del
sistema respecto a su centro de masas.

b) Determinar la energia cinética del sistema respecto a O, asi como la energia
cinética del mismo respecto a su centro de masas.

c) Supongamos ahora que ambas particulas estan unidas por un resorte de constante
elastica 2 x 1073 N/m, inicialmente sin comprimir ni estirar. ;Afectara esta ultima
condicion al movimiento del centro de masas?

d) ;Permanecera constante la suma de la energia cinética y la energia potencial
elastica del sistema?

e) En un cierto instante, el resorte esta alargado 4 cm. Determinar el trabajo realizado
por las fuerzas elasticas, asi como las energias potencial y cinética del sistema.

Previamente determinamos

N Zmlﬁ_4><3f+6><4f

= = 24‘% 12%
oM =5 4+6 trLe
5 Zmiﬁi 4‘X2?+6X3]_) S 5
Vem = o 4+6 L1y

|vem|? = 3.88 m?/s?

a) Obtenemos directamente el momento cinético (o angular) del sistema respecto al origen O

(sistema laboratorio) como suma de cada momento angular individual:
Lo=YLjp =% Xmd, + 7 X myb, = 3] X 87+ 47 X 18] =
= —24k + 72k = 48k kgm?/s

Aplicando el teorema de Koénig del momento cinético

Lo=Lcy +7y xmVs, donde m=Y¥m; =4+6=10kg
De donde, el momento angular respecto del CM sera:

Ly = 48k — (247 + 1.2)) x 10(0.87 + 1.8)) = 48k — 33.6k = 14.4k kgm?/s
También podriamos haber calculado ZCM por el procedimiento mas laborioso de

Ley = X7 Xmv



Siendo 7; el vector posicion respecto del CM de la particula m;, y 7 ; su velocidad respecto a CM.

De modo:
— Py =3/ —241—1.2]=—-241+1.8]

=
Lt
Il
fin ¥

—Tey =41 —247—-1.2] = 1.61— 1.2

sz = %2
U’y =7, —Voy =20—0.87— 1.8/ = 1.27— 1.8]
|v'1|2 = 4.68 m?/s?

V', =V, —Vey =37 — 08— 1.8] = —0.87+ 1.2]

|17'2|2 = 2.08 m?/s?

Loy = (—2.47 + 1.8)) x 4(1.27 — 1.8)) + (1.6 — 1.2]) x 6(—0.87 + 1.2))
= 8.64k + 5.76k = 14.4k kgm?/s

que resulta el mismo valor de antes.
b) La energia cinética del sistema respecto de O es, por definicion:

1

1
EC=§Zmiv2i 25[4‘224‘6‘32] :35]

Aplicando ahora el teorema de Koé€nig de la energia cinética:

1 1 1 ,
E; = EmUZCM + Ecy = EmUZCM +§Zmiv2i ; m=Ym;=4+6=10kg

De donde
1 1
ECM s EC - _mUZCM == 35 - E . 10 : 388 == 156]

Que también podriamos calcularlo directamente como

1 o1
Ecy =5 Emw?; =5 [4x 468 + 6 x 2.08] = 15.6]

pero también hubiera sido mas laborioso ya que habria que haber calculado v'; previamente.

c) Las fuerzas interiores correspondientes al resorte son de resultante nula para todo el sistema

pero no para cada particula individualmente.
R=Y(F,  +F,)=YF_,=m-do; m=3Ym

lext

Por lo que el movimiento del CM no se afecta por el resorte.



o 1 .
d) Por el teorema de Koénig E. = EvaCM + Ecy y como no hay fuerzas exteriores vey = cte

y la variacion AE. = AE ), se debe s6lo a la variacion de las fuerzas interiores.

Toda la energia potencial interna del resorte se refleja en la energia cinética interna. Por tanto,
la suma de la energia cinética y la energia potencial elastica es constante (la E no es

constante)

_AEC = _AECM == AE

Pelas

e) El trabajo elastico es:

Al 1 1
Wela’s.f kxdx = k(AD? = 52107 (4-107)? = 1.6 - 107
0

AEp eiqs = Weiqs = 1.6 - 107°]
—AEC = _AECM =16 10_6] = AEpelas

E.=35-1.6-10"%] = 35]



